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Hans-Jürgen ELSCHENBROICH, Neuss 

Visuelles Lehren und Lernen

	„Die meisten Menschen sind schulgeschädigt: Sie haben in der Vergangenheit erfahren müssen, dass ‚Lernen’ und ‚Lehren’ vornehmlich mit ‚Sprechen’ und ‚Sprache’ zu verbinden ist.“

Theo Hülshoff, Vorwort zu Seifert: Visualisieren, Präsentieren, Moderieren

„A generation has grown up, that may be far more visual than verbal. … The state of young mathematicians is not what it was fifty or hundred years ago.” 
Philip J. Davis: Visual Theorems


Anschaulichkeit 

Die Betonung der Rolle der Anschauung im Lernprozess stammt aus der Zeit der Reformpädagogik Pestalozzis. Zunächst gab es noch eine Überschätzung der Wahrnehmung und die Unterschätzung der Rolle von Handlungen für die Entwicklung von intelligenten Strukturen. Erstmals bei J. Wittmann taucht der Gesichtspunkt von Anschauung als Tätigkeit auf, Anschauung ist für ihn sowohl Prozess als auch Ergebnis der Wahrnehmungstätigkeit (vom Hofe).

Systematisch wurde die Rolle der Handlungen von Piaget geklärt, der heraus​stellte, dass der anschauliche Unterricht ein großer Fortschritt gegen​über der verbalistischen Methode des Mittelalters war, bei der Ent​wicklung intelligenter Strukturen aber nicht Bilder, sondern Handlungen zentral sind. 

Dies ist auch die Sicht des heutigen handlungsorientierten Unterrichts, Lern​gegenstände soweit wie möglich in Handlungen zu übersetzen und han​delnd Denkstrukturen aufzubauen.

Abstraktion 

Die Vorstellungen, wann bestimmte Reifungsprozesse abgelaufen sind, damit formal, symbolisch gearbeitet werden kann, sind weitgehend von Piaget ge​prägt, in der Regel geht man von ca. 12 Jahren aus. Demgegenüber gibt es schon empirische Studien in den 70er Jahren, wonach in Klasse 10 im Gymnasium bzw. High School erst zwischen 20 und 30 Prozent der Schü​ler das formal-operative Stadium voll erreicht haben. Das wirft die Frage auf, ob „zu früh zu abstrakte und zu komple​xe Denkleistungen gefordert werden“ und ob „die Lehrer nicht länger auf der Ebene konkreter Beispiele bleiben (müssen), ehe sie zu Abstraktionen fortschreiten“ (Hannapel). 

Dies ist auch die Sicht der heutigen Hirnforschung: „Es wird aber zu früh und zu schnell abstrahiert, es werden zu früh Regeln als Regeln vermittelt. Damit wird den Schülern die Möglichkeit genommen, aus den Beispielen die tragenden Muster selbst zu entwickeln und zu erkennen.“ (Spitzer)

Visualisierung

Ein Bild sagt mehr als tausend Worte, weiß schon der Volksmund. Für das Deutsche Universalwörterbuch des Dudens bedeutet Visualisierung etwas „auf optisch ansprechende Weise darstellen“, nach Klippert ist Visualisierung die Überführung „in anschauliche grafische Bilder und Strukturen“. 

Wenn überhaupt eine Tätigkeit damit verbunden gesehen wird, dann die des Lehrers/ Vortragenden und nicht die des Lernenden. Für schulische Aspekte ist diese Beschränkung auf die Darstellung, auf Illustration zu eng gegriffen. 

Eine didaktische Visualisierung stärkt nicht nur den visuel​len Kanal gegen​über dem auditiven und die ikonische Informationsvermitt​lung gegen​über der sprachlichen, sondern hat einen Handlungsaspekt. Visualisierung ist „Anlei​tung zur und Ermöglichung von (geistigen) Tätigkeiten durch Bereitstellung von geeigneten Handlungssituationen und Handlungstätigkeiten.“ (Dörfler) 

Es muss auch betont werden, dass es auch einen fundamentalen Unterschied zwi​schen Visualisierung und multimedialen Animationen gibt. Das Verstehen solcher Animationen ist eine Aufgabe für sich, Lernende mit gerin​gem räum​lichen Vor​stel​lungs​vermögen können sie daher oft nicht adäquat nutzen, und die Betrachter bleiben passiv und entfalten meist keine aktiven Lern​prozesse. 

Lernmodalitäten, Repräsentationsebenen 

Kline unterscheidet fünf Lernmodalitäten: visuell, auditiv, kinästhetisch, le​send, gruppen-aktiv. In den üblichen Unterrichtssituationen werden vor​wie​gend Worte als Kommunikationsmittel eingesetzt. Die Lernpsychologie betont - für den Unterricht noch ziemlich folgenlos, dass neben dem verba​len Lernen das visuelle Lernen ein zunehmend wichtigere Rolle spielt (Schnotz).

Bruner sieht drei Ebenen / Medien der Wissenserschließung: Handlung (enak​tiv), Bilder (ikonisch), Zeichen (symbolisch). Der enaktive Zugang bedeutet einen sequentiellen Zugriff, der ikonische Zugang einen simultanen Zugriff. 

Inbesondere stellen bewegte Bilder „die Verwirklichung des operativen Prinzips auf der ikonischen Ebene dar“ (Kautschitsch), es werden die Vorteile der enaktiven und der ikonischen Repräsentation vereinigt. 

Beim Beweisen werden auf einer enaktiven oder ikonischen Ebene präformale Beweise geführt (visuell-dynamische Beweise bei Einsatz von DGS, Elschen​broich), während for​male Beweise in einer symbolischen Form erfolgen.

Bild oder Formel? Allgemeingültigkeit?
Einerseits zeigt ein Bild nur einen singulären Fall, während eine Formel alle Einzelfälle einschließt. Andererseits führt ein Bild sofort zu einer ganzheit​lichen Übersicht über die Zusammenhänge, während eine Formel sequen​tiellen Charakter hat und erst interpretiert wer​den muss, was den größten Teil unserer Denkkapazität in Anspruch nimmt (Franke).

Bilder sind jedoch nicht per se wirksam, sondern „wenn in ihnen enaktives, ikoni​sches und symbolisch-begriffliches Wissen gespeichert ist.“ (Peters) 

Ein Einzelbild kann paradigmatisch sein, wenn der Lernende über ent​spre​chende bewegte Bilder als innere Vorstellungen verfügt. Ein Bild kann dann Allge​meingültigkeit besitzen, wenn man von der konkreten Ausgestal​tung abstra​hiert und sich mit Handlungen beschäftigt, die angewendet werden (können). Ein gutes visuelles Modell soll „explorative Potenz“ besitzen, d.h. die Erfor​schung der dargestellten Situation ermöglichen, provozieren, es soll „gene​rativ“ sein, d.h. mit endlich vielen visuellen Elementen unendlich viele Situa​tionen erfassen (Malle). Entscheidend dafür ist „ein Lebendigmachen der geometrischen Gebilde“, wobei nicht die Figur als Ganzes ihre Lage verän​dert, „vielmehr nur einzelne Teile der Figur variieren.“ (Strunz)

Euklid damals, gestern ...

Das Beweisen kommt im Unterricht meistens erstmals beim Win​kel​summen​satz für Dreiecke vor. Er lautet in Euklids Formulierung:
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An jedem Dreieck ist der bei Verlängerung einer Seite entstehende Außen​winkel den beiden gegenüberliegenden Innenwinkeln zusammen gleich, und die drei Winkel innerhalb des Dreiecks sind zusammen zwei Rechten gleich.
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   Abb. 1, Euklid



Abb. 2, Arnheim: Visuelles Denken
Arnheim zitiert dazu Aristoteles, „daß es für die Zwecke des Beweises zwar überflüssig sein kann, sich auf die bestimmte Quantität eines Dreiecks zu beziehen, wir ihm aber dennoch in unserer Zeichnung eine bestimmte Quantität geben.“ Arnheim unterscheidet zwischen dem formalen Beweis und „daß der Bereich des Lehrsatzes ausdrücklich zum Bewußtsein kommt. ... Um aber wirklich zu verstehen, daß dies für alle Dreiecke gilt und warum, muß ich mich über diese besondere Figur hinaus auf den gesamten Bereich von Drei​ecken beziehen.“ Dies versucht Arnheim mit der Abbildung 3.

[image: image1.png]



      Abb. 3

Aufgrund der Figur des Euklid wird nur ein statischer Begriff entwickelt. Um einen dynamischen Begriff zu erhalten, macht Arnheim die Figur beweglich, indem er die starren Seiten durch bewegliche Strahlen ersetzt. „Vergrößert sich einer der Winkel, so wird sein Nachbar auto​matisch entsprechend kleiner. Bei diesem Verfahren wird also nicht von der Winkel​größe abgesehen ..., denn damit entginge uns alles wirklich anschau​liche Ver​ständnis der Situation; vielmehr überblicken wir jetzt diese in ihrem ganzen Ausmaß.“ 

... und heute

Dem Stand der Zeit entsprechend forderte Arnheim damals ähnlich wie zahl​reiche Mathematik-Didaktiker bewegliche Mo​delle und Zeichentrickfilme. 

Die Möglichkeiten moderner dynamischer, interaktiver Programme gehen mittlerweile weit darüber hinaus. Durch Zugmodus oder Variation von Parametern können die Schüler eigenständig bewegte Bilder erzeugen, je nach Bedarf als Zeit​raffer oder mit Zeitlupe, mit Wiederholungen oder Zurückgehen. Über Einzel​bild(er) und eine Versprachlichung erfolgt dann der Aufbau inne​rer Bilder-Sequenzen. 

Für einen breiten und erfolgreichen Einsatz im Unterricht bedarf es geeigneter und stabiler Aufgaben, dies es den Schülern ohne langen Vorlauf und ohne große Hürden ermöglichen, mathematische Aktivitäten zu ent​falten, die in der Aufgabenstellung nicht zu eng und nicht zu ziellos sind und dem Lehrer sicherstellen, dass in überschaubarer Zeit Ergebnisse erzielt werden können. Interaktive elektronische Aufgabenblätter, wie sie zunehmend für DGS, Tabellenkalkulation und CAS entwickelt werden, weisen den Weg. 

Elektronische Arbeitsblätter

Im Vortrag wurden folgende interaktive elektronische Arbeitsblätter vorge​stellt, die aus Platzgründen hier nicht abgedruckt werden können
:

1. Vom statischen Begriff zum dynamischen Begriff: Winkelsumme 

2. Dynamische Figur statt Formel: Geometrisches Mittel

3. Vom Papier-Puzzle zum dynamischen elektronischen AB: Unterrichtsreihe zum Satz des Pythagoras, Figur ‚Stuhl der Braut’. 

4. Dynamische erzeugte Ortslinie statt Funktionsgraph: Sinuskurve

5. Dynamische Visualisierung statt analytischer Lösung: Wasserrinne

Hans-Jürgen ELSCHENBROICH, Neuss 

Literatur: Visuelles Lehren und Lernen

Arnhardt, B./ Hofmann, F./ Reinert, G.B.: Der Lehrer. Auer, Donauwörth 2000

Arnheim, Rudolf: Anschauliches Denken: Zur Einheit von Bild und Begriff. DuMont, Köln 1996. (Originaltitel: Visual Thinking, 1969)

Baptist, Peter: Pythagoras und kein Ende? Klett, Leipzig 1997.

Bishop, A. J.: Visuelle Mathematik. In: Steiner/ Winkelmann: Fragen des Geometrieunterrichts. Aulis, Köln 1981

Bock, V./ Freitag, K.: Präformales Beweisen im Mathematikunterricht der Sekundarstufe I. In: Mathematik in der Schule 30 (1992), 1.

Boeckmann, Klaus: Warum soll man im Unterricht visualisieren? Theoretische Grundlagen der didaktischen Visualisierung. In: Kautschitsch/ Metzler: Visualisierung in der Mathematik.

Dörfler, Willibald/ Fischer, Roland (Hrsg): Beweisen im Mathematikunterricht. Schriftenreihe Didaktik der Mathematik, Band 2. Hölder-Pichler-Tempsky, Wien 1979.

Dörfler, Willibald: Qualität mathematischer Begriffe und Visualisierung. In: Kautschitsch/ Metzler: Anschauung als Anregung zum mathematischen Tun

Dress, Andreas/ Jäger, Gottfried (Hrsg): Visualisierung in Mathematik, Technik und Kunst. Vieweg, Braunschweig 1999.

Elschenbroich, Hans-Jürgen: DGS als Werkzeug zum präformalen, visuellen Beweisen. Erscheint im Tagungsband Dynamische Geometrie-Software - Didaktische und mathematische Aspekte.  Franzbecker.

Elschenbroich, Hans-Jürgen: Lehren und Lernen mit elektronischen Arbeitsblättern - Dynamik als Prinzip. Erscheint in: Erscheint in: Bericht über die 18. Arbeitstagung des Arbeitskreises ,,Mathematikunterricht und Informatik''. Hildesheim: Franzbecker

Elschenbroich, Hans-Jürgen: Computergestützter Geometrie-Unterricht mit elektronischen Arbeitsblättern. In: Mathematische Unterrichtspraxis, Heft 3/ III. Quartal 2000  

Elschenbroich, Hans-Jürgen: Neue Ansätze im Geometrieunterricht der S I durch elektronische Arbeitsblätter. In: Beiträge zum Mathematikunterricht 2000. Franzbecker  

Elschenbroich, Hans-Jürgen: Anschaulich(er) Beweisen mit dem Computer? In: Mathematische Bildung und neue Technologien. Vorträge beim 8. Internationalen Symposium zur Didaktik der Mathematik, Universität Klagenfurt 28.9. - 2.10.1998. Stuttgart-Leipzig, Teubner, 1999. 

Elschenbroich, H.-J./ Seebach, G.: Dynamisch Geometrie entdecken. Elektronische Arbeitsblätter mit Euklid-Dynageo. Klasse 7/8. CD, Dümmler, Köln 1999 

Elschenbroich, Hans-Jürgen: Einführung in die Perspektive - Einsatz eines dynamischen Geometrie-Systems in der Klasse 9. In: Geometrie und Computer. Franzbecker 1998

Elschenbroich, Hans-Jürgen: Geometrie beweglich mit Euklid. Dümmler, Bonn 1996.

Euklid: Die Elemente. Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften. Harri Deutsch.

Franke, Herbert W.: Schnittstelle Mathematik/ Kunst. In: Dress/ Jäger: Visualisierung in Mathematik, Technik und Kunst.

Freudenthal, Hans: Konstruieren, Reflektieren, Beweisen in phänomenologischer Sicht. In: Dörfler/ Fischer: Beweisen im Mathematikunterricht.

Gardner, Howard: Vielerlei Intelligenzen. In: Spektrum der Wissenschaft Spezial 3/99: Intelligenz.

Gudjons, Herbert: Handlungsorientierter Unterricht. In: Pädagogik 1/97.

Hannapel, Hans: Lehren lernen. Kamp Schulbuchverlag, Bochum 1996. 

Heintz, Gaby: Didaktische Betrachtungen zum Geometrie-Unterricht beim Einsatz von Cinderella. Erscheint im Tagungsband Dynamische Geometrie-Software - Didaktische und mathematische Aspekte.  Franzbecker.

Heintz, Gaby: WWW-basierte interaktive Arbeitsblätter für den Geometrie-Unterricht. BzM 2000.

vom Hofe, Rudolf: Grundvorstellungen mathematischer Inhalte. Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg 1995.

Jüttner, M./ Osman, E./ Rentschler, I.: Visuelles Lernen in virtuellen Realitäten. In: Einsichten 2/2000.  Ludwig Maximilians-Universität München

Kadunz, Gert: Visualisierung als Bildungsziel des Mathematikunterrichts. In: Mathematische Bildung und neue Technologien. Klagenfurter Beiträge zur Didaktik der Mathematik. Teubner, Stuttgart 1999. 

Kadunz, Gert: Bemerkungen zur Visualisierung. In: Beiträge zum Mathematikunterricht 1998. Franzbecker, Hildesheim.

Kautschitsch, Hermann/ Metzler, Wolfgang (Hrsg): Visualisierung in der Mathematik. Schriftenreihe Didaktik der Mathematik, Band 6. Hölder-Pichler-Tempsky, Wien 1982.

Kautschitsch, Hermann/ Metzler, Wolfgang (Hrsg): Anschauung als Anregung zum mathematischen Tun. Schriftenreihe Didaktik der Mathematik, Band 9. Hölder-Pichler-Tempsky, Wien 1984.

Kautschitsch, Hermann/ Metzler, Wolfgang (Hrsg): Anschauliches Beweisen. 7. und 8. Work​shop zur "Visualisierung in der Mathematik" in Klagenfurt im Juli 1987 und 1988. Schriftenreihe Didaktik der Mathematik, Band 18, Hölder-Pichler-Tempsky, Wien 1989.

Kautschtisch, Hermann: Die Bedeutung des bewegten Bildes für den Mathematikunterricht. . In: Kautschitsch/ Metzler: Anschauung als Anregung zum mathematischen Tun

Kautschitsch, Hermann: Der Videofilm -Geeignetes Mittel zur Visualisierung und Entwicklung mathematischer Begriffe und Modelle. . In: Kautschitsch/ Metzler: Anschauung als Anregung zum mathematischen Tun

Kirsch, Arnold: Beispiele für „prämathematische“ Beweise. In: Dörfler/ Fischer: Beweisen im Mathematikunterricht.

Kline, Peter: Das alltägliche Genie. Junfermann, Paderborn 1995

Klippert, Heinz: Visualisieren lehren und lernen. In: Pädagogik 3/98

Seifert, Josef W.: Visualisieren, Präsentieren, Moderieren. Gabal Verlag, Offenbach 1989.

van Lück, Willi: Verändertes Lernen: eigenaktiv, konstruktiv, kommunikativ. In: Computer und Unterricht 23/1996

Malle, Günther: Problemlösen und Visualisieren in der Mathematik. In: : Kautschitsch/ Metzler: Anschauung als Anregung zum mathematischen Tun

Malle, Günther: Didaktische Probleme der elementaren Algebra. Vieweg, Braunschweig 1993. 

Maier, Peter H.: Räumliches Vorstellungsvermögen. Auer Verlag, Donauwörth 1999

Peters, Wilhelm S.: Klassisches Veranschaulichungspostulat und ikonisch-geometrische Sprache. In: ZDM 93/3.

Schnotz, W./ Seufert, T./ Bannert, M.: Lernen mit Multimedia aus kognitionspsychologischer Sicht. Script.

Schnotz, W.: Themenschwerpunkt «Visuelles Lernen». In: Zeitschrift für Pädagogische Psychologie, Heft 2/3, August 1998.

Spitzer, Manfred: Wie unser Gehirn lernt. In: forum schule 4/ 2000, Landesinstitut für Schule und Weiterbildung, Soest

Tietze, Uwe-Peter/ Klika, Manfred/ Wolpers, Hans: Mathematikunterricht in der Sekundarstufe II, Band 1. Vieweg, Braunschweig 1997

Wittmann, Erich Ch.: Grundfragen des Mathematikunterrichts. 6. neu bearbeitete Auflage. Vieweg, Braunschweig 1981.

Zech, Friedrich: Mathematik verständlich erklären und verstehen. Cornelsen, Berlin 1995.


Erschienen in:


Beiträge zum Mathematikunterricht 2001. 


Vorträge auf der 35. Tagung für Didaktik der Mathematik


Franzbecker Verlag








� Die dynamischen Figuren und die ausführlichen Literaturangaben finden Sie in der Mathe-Werkstatt unter Download:  � HYPERLINK "http://www.mathe-werkstatt.de" ��www.mathe-werkstatt.de� 





