Hans-Jürgen Elschenbroich - Günter Seebach

Dynamisch Geometrie entdecken

Die Werkzeuge des Geometrie-Unterrichts sind über Jahrhunderte unverändert geblieben: Zirkel und Lineal in der Tradition Euklids. Ab den 50er Jahren kam (zunächst in der Lehrerschaft heiß umstritten) das Geodreieck hinzu. Der Com​puter hatte lange Zeit keinen nennenswerten Einfluss, Programme wie KOBESCH brachten nicht den didaktischen Fortschritt, der den Aufwand recht​fer​tigte, und konnten sich nicht durchsetzen. Der entscheidende Sprung kam in den 90er Jahren durch die Verbreitung der Dynamischen Geometrie-Software (DGS) wie z. B. Cabri-Geo​mètre oder Euklid. Zugmodus, Ortslinien und Makros brach​ten einen erheblichen didaktischen Zugewinn gegenüber den bis​herigen Werk​zeugen. 

Diese Programme lieferten neue unterrichtliche Möglichkeiten durch visuelles und experimentelles Arbeiten, durch heu​ristisches Ansätze insbesondere mit Orts​linien, durch Entlastung infolge Zusammen​fassung komplizierter Konstruk​tionen zu Makros und durch kooperatives Arbeiten. 

Dennoch gab es nicht nur allseitige Begeisterung, sondern auch Zurückhaltung (organisa​torische Probleme, fehleranfällige und zeitaufwändige Kon​struktions​phasen) und prinzipielle Bedenken (Verlust zeichnerischer Erfahrungen und Fähig​keiten, Verringerung des Beweisbedürfnisses durch zu große Evidenz).

Die Auswirkungen der DGS waren auf der Ebene der Didaktik schnell spürbar, in der unterrichtlichen Realität aber lange auf einige Enthusiasten beschränkt, die sich an besonders schönen und exotischen Beispielen begeisterten. Der Unter​richt in den Standardthemen wurde kaum befruchtet. Dies lag nicht zuletzt daran, dass eine stabile Lernum​gebung für eine erfolgreiche Bearbeitung der Standardthemen mit modernen Werkzeugen fehlte.

Zugmodus und Beweglichkeit

Durch den Zugmodus der DGS kommt (wieder) Beweglichkeit in die Geometrie. Dies ist eigentlich keine neue Idee, mit dem modernen Werk​zeug DGS jedoch besser realisierbar als zu früheren Zeiten.

Im Zugmodus besteht die didaktische Gefahr darin, dass die vorhandene Evidenz dazu verführt, Eigenschaften und Sachverhalte von Konstruktionen bloß festzu​stellen. Die Frage nach dem ‚Warum‘ ist aber zentral im Mathematikunterricht. Dies bedeutet nicht, dass man sie in formaler Weise beantworten muss. Präfor​male Beweise, visuell-dynamische Argumentationen mit Einsatz von DGS ermöglichen es, Beobach​tungen zu verstehen und eine Antwort auf die Frage nach dem Warum zu geben. 

Das Konstruieren entsprechender Figuren von Anfang an erwies sich im Unter​richt als mühevolle und unsichere Tätigkeit. Die erforderlichen Konstruk​tionen waren zeitaufwändig und fehleranfällig, ohne enge Vorgaben meist nicht reali​sierbar und benötigten Spezialistenwissen (z.B. bei den verschiedenen Arten von Punkten in DGS, Konzept von Freiheitsgraden). In Analogie zur Informatik könnte man hier vom Konstruieren als geometrischem Programmieren sprechen. 

Computer, Sehen und Sprache

Beim Einsatz von DGS zeigt sich, dass die Schülern sowohl im Sehen geschult werden müssen als auch im Gebrauch der Sprache. Im Zugmodus sind alle wesentlichen Sätze der Schulgeometrie als Invarianzen feststellbar. Dies zu erkennen muss aber erlernt und trainiert werden. Es kann durchaus vorkom​men, dass Schüler wichtige Invarianzen nicht erkennen oder nicht für bedeutsam halten. Das ist nicht verwunderlich, schließlich entspricht das Achten auf Invarianzen weder der ent​wicklungspsychologischen Prägung der Menschheit noch den subjektiven Sehgewohnheiten der Nintendo-Schüler-Generation, wo jeweils das Augenmerk auf schnellen Veränderungen liegt. 

Sollen die Schüler nun das formulieren, was sie wahrgenommen haben, so zeigt sich dann oft, dass selbst das Formulieren relativ einfacher Sachverhalte Schwierigkeiten macht und geübt wer​den muss. Der Mathematikunterricht erhält somit durch den Computer gegenüber der derzeit vorherrschenden Rechen- und Formel-Orientierung wieder eine stärkere sprachliche Akzentuierung. Der Computer macht den Mathematikunterricht nicht weiter sprachlos, son​dern schafft gerade Raum für eine sprachliche Komponente. Dies kann bis zum kleinen ma​thematischen Aufsatz oder zu mathematischen "Tagebüchern" gehen und muss, kann und wird auch zu einer neuen Art von Prüfungsaufgaben führen.  

Elektronische Arbeitsblätter, Lernen und Lehren

Elektronische Arbeitsblätter bestehen aus vorbereiteten Konstruktionen und inte​grier​ten Aufgaben​stellungen. Das zum Teil mühsame, schwierige und zeitaufwendige Konstruieren stabiler Figuren, das oft nur mit Expertenwissen oder einer unerwünscht engen Führung der Schüler möglich ist, ist hier nicht mehr Schüleraufgabe. 

Elektronische Arbeitsblätter bieten eine sichere Ausgangsposition für unterrichtliche Aktivitäten. Der Fokus verschiebt sich dadurch vom Konstruieren von Figuren hin zum Arbeiten mit Figuren, zum Ex​perimentieren, Erstellen und Deuten von Ortslinien, Entdecken von Eigenschaf​ten, Überprüfen von Vermutungen, Begründen und lokalem Ordnen. 

Es zeigen sich bei Schülern, die mit elektronischen Arbeitsblät​tern arbeiten, deutliche Veränderungen im Lernen. Die Schüler sind mehr han​delnd aktiv statt passiv zuhörend und arbeiten dadurch in viel höherem Maße eigenständig. Durch Partnerarbeit am Computer wird kooperativ gelernt, das ent​deckende Lernen mit experimentellen, visuellen, heuristischen Ansätzen bekommt eine größere Bedeutung. 

Gegenüber dem bisherigen Mathe​matikunterricht bekommt die Dokumentation des eigenen Vorgehens und des Nach​denkens darüber sowie die Präsentation der Ergebnisse einen höheren Stellenwert. Dies braucht Zeit und ist für Schüler ungewohnt und schwierig, aber unbedingt notwendig, um das ‚flüchtige Bild‘ der Aktivitäten an Computer und Bildschirm zu festigen. 
In dem Maße, wie sich das Lernen der Schüler ändert, ändert sich auch das Lehren. Der Lehrer ist nicht mehr alleiniger Wissens​vermittler, sondern muss die Lernprozesse der Schüler organisieren, beobachten und bei Bedarf beraten. Dazu gehört auch das Ermutigen zu alternativen Lösungswegen und das Angebot von geeigneten Zusatzaufgaben. 

Das selbstständige Arbeiten der Schüler erfordert in besonderem Maße, die Wis​sensbasis der Schüler zu organisieren, um einen Wissens-Flickenteppich zu ver​meiden. Die Entwicklung und Vermittlung von Methodenkompetenz ist dabei ein eigenes Lernziel, die Schüler müssen lernen, ihre Arbeit zu dokumentieren, zu reflektieren und zu präsentieren. 

Das stärker experimentelle Arbeiten erfordert auch ein anderes Umgehen mit Fehlern. Eine ‚falsche‘ Vermutung ist eine (notwendige) Stufe im Erkenntnis​prozess und eine Chance im Lernprozess; sie sollte nicht mit schlechten Noten geahndet werden.
Beispiele

Bisher liegen u. a. elektronische Arbeitsblätter für die Klassen 7/8 vor, die mit dem Programm Euklid
 erstellt sind (Elschenbroich/ Seebach) und zur Zeit auch für Cabri II entwickelt werden. Sie enthalten vorbereitete Kon​struktionen und die Aufgabenstellung für die Schüler. 

Für die Hand des Lehrers gibt es zu jeder Aufgabe ein 1 bis 1½-seitiges Blatt, in dem über Voraussetzungen, Lernziele, Aufgabenstellung und erwartete Lösung(en) informiert wird und ggfs. zusätzliche Hinweise gegeben werden. Hiermit kann sich der Lehrer schnell und übersichtlich informieren und effizient vorbereiten. 

"Dynamisch Geometrie entdecken" als Titel der Arbeitsblätter meint: Mit DGS als Werkzeug Geometrie entdecken und dynamisch, d. h. mit beweglichen Figuren Geometrie ent​decken. 

Jeder Schüler kann gemäß den eigenen Lernfortschritten auch Veränderungen rückgängig machen und neu ansetzen oder auch Prozesse wiederholen.  

Im folgenden werden einige Schüleraufgaben bzw. Lehrerseiten gezeigt, die in einer Demoversion auch aus dem Internet
 geladen werden können. 

Beispiel 1: Schüler-Arbeitsblatt
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Zu einem Dreieck ABC ist eine Parallele zu AC

durch B gezeichnet.

a) Ziehe an C. Was stellst du für die Winkel fest?

Warum muss das so sein?

b) Was bedeutet das für die Summe der


Beispiel 2: Lehrer-Informationstext
4.7
Umfangswinkelsatz 3: Beweis

	Lernziel:
	Die Schüler sollen einen Beweis des Umfangswinkelsatzes entdecken

	
	

	Voraussetzungen:
	Außenwinkelsatz bei Dreiecken

	
	

	Euklid-Datei:
	A4-07.geo
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	Arbeitsauftrag:
	Auf einem Kreis um M liegen Punkte A, B, C. Sie bilden die Dreiecke ABC und ABM.

a) Was stellst du für die markierten Teil-Winkel bei C und bei M fest? 

b) Verändere die Dreiecke durch Ziehen an C (an A, B). Was beobachtest Du? Warum muss das so sein? Tip: Betrachte das Dreieck AMC. 

c) Was kann man entsprechend für die anderen Teil-Winkel bei C und M aussagen? 

d) Der Mittelpunktswinkel bei M bleibt beim Bewegen von C konstant. Was folgt daraus für den Umfangswinkel bei C?

	
	

	Was dabei beobachtet werden kann:
	a) Der Teilwinkel bei M ist doppelt so groß wie der Teilwinkel bei C.

b) Diese Eigenschaft bleibt beim Ziehen erhalten. Der gemessene Teil des Mittelpunktswinkels ist nach dem Außenwinkelsatz doppelt so groß wie der gemessene Teil des Umfangswinkels, da das Dreieck AMC gleichschenklig ist. 

c) Für die jeweiligen Restwinkel gilt das gleiche.

d) Der Umfangswinkel an einem Kreisbogen ist konstant.

	
	

	Weitere Hinweise:
	Auch den Winkel MDA findet man als Außenwinkel in doppelter Größe wieder bei Winkel CMA und Winkel BDM bei Winkel BMC. 


Beispiel 3: Schüler-Arbeitsblatt
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Zwei Straßen g und h schneiden sich rechtwinklig.

Auf h befindet sich eine von A und B begrenzte Einfahrt.

a) Von welcher Position P auf g aus kann sie unter dem größten Blickwinkel

gesehen werden?  Ermittle experimentell eine Lösung durch Ziehen an P.

b) Verändere die Lage der Geraden durch Ziehen an Pg und Ph. Bleibt die optimale

Lösung erhalten bei veränderter Lage von g, h bzw. A, B? 


Beispiel 4: Lehrer-Informationstext
4.14
Anwendung zum Umfangswinkelsatz 3

	Lernziel:
	Die Konstruktion des Punktes mit maximalem Blickwinkel soll nachvollzogen werden

	
	

	Voraussetzungen:
	Die beiden vorhergehenden Aufgaben, Umfangswinkelsatz

	
	

	Euklid-Datei:
	A4-13.geo
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	Arbeitsauftrag:
	a) Ziehe an Pg. Wie wurde offenbar der Kreis k1 konstruiert und wie M*?

b) Wie wurde P* konstruiert? Was kannst du über Abstände zu M* feststellen?
c) Wieso ergibt sich aus dieser Konstruktion, dass P* der gesuchte optimale Punkt ist?

	
	

	Was dabei beobachtet werden kann:
	a) k1 ist der Kreis um A, dessen Radius der Abstand des Punktes M von g ist. 
M* ergibt sich als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten von 
[image: image5.wmf]AB

 mit dem Kreis k1.

b) P* ist Schnittpunkt von g mit dem Lote von M* auf g. Somit ist M* gleichweit von A, B und g entfernt.

c) Bewegt man P, so stellt man fest: Wenn P mit P* zusammenfällt, fällt M mit M* zusammen und k2 hat g als Tangente. So erhält man den kleinsten Radius von k2, für den k2 Punkt(e) mit g gemeinsam hat. Damit findet man den größten Sehwinkel.

	
	

	Weitere Hinweise:
	Wegen der Schwierigkeit der Konstruktion wurde hier der Beweis reproduzierend behandelt.

Eine Verallgemeinerung ist für sich nicht-rechtwinklig schneidende Geraden möglich!

	
	


Beispiel 5: Schüler-Arbeitsblatt
[image: image6.emf]A

B

C

Q

R

M

Das Dreieck ABC soll im Gleichgewicht gehalten werden, indem es entlang einer geraden Linie durch C

unterstützt wird.  Um diese Linie zu entdecken, stellen wir uns das Dreieck aus vielen dünnen Stäbchen

bestehend vor.

Die Strecke QR stellt ein solches Stäbchen dar. Sie verläuft parallel zu AB und hat den Mittelpunkt M.

a) Ziehe an Q. Welche physikalische Bedeutung hat jeweils M?

b) Schalte für M den Ortslinienmodus ein und ziehe wieder an Q.

    Auf welcher Strecke liegen alle Punkte M? Konstruiere diese Strecke und überprüfe.

c) Die Stäbchen könnten auch parallel zu AC oder BC verlaufen. Konstruiere!

d) Welche Eigenschaft scheinen die drei Ortslinien

    (Unterstützungslinien) zu haben?


Beispiel 6: Schüler-Arbeitsblatt
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Ziehe an Zug-a und Zug-b.

a) Wie groß ist die Fläche des großen Quadrates?

b) Aus welchen Teilflächen besteht das große

Quadrat?

Tip: Du kannst an den Teilflächen ziehen.

c) Welche Gleichung gilt somit offenbar?
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� Bezug: R. Mechling. www.mechling.de oder Fax 0781-43268 


� Mathe-Werkstatt: www.mathe-werkstatt.de/download/
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